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Besprechung: am Mo. 15.04.2019

Definition 1 FEine Relation = C X x X heyfst
. o <1 <1
i.) stark konfluent, falls y<=x=—z impliziert Jw : y = w <= 2
i.) konfluent, falls y <= 2 == z impliziert Jw : y == w <= 2
ii.) Church-Rosser, falls y <= z impliziert 3w : y == w <= 2z
iv.) lokal konfluent, falls y<=r=>z impliziert Jw : y => w &=z
v.) terminierend, falls jede unendliche Kette
$0:*>£C1:*>"'£Ci,1:*>l'i:*>“'

stationdr wird,

vi.) konvergent oder auch vollstandig, falls sie lokal konfluent und termi-
nierend 1st.

1. Wiederholung: Ersetzungssysteme

Sei = C X x X ein Ersetzungssystem. Zeigen Sie:

i.) Starke Konfluenz impliziert Konfluenz.
ii.) Konfluenz ist dquivalent zur Church-Rosser-Eigenschaft.

iii.) Konfluenz impliziert lokale Konfluenz, aber die Umkehrung ist im
Allgemeinen falsch.

iv.) Konvergenz impliziert Konfluenz (d.h. ein lokal konfluentes System,
welches terminierend ist, ist konfluent).

2. FErsetzungssysteme fiir Diedergruppen

In der Vorlesung wurden zwei Darstellungen der Diedergruppe mit Erzeu-
genden und Relationen behandelt:

D, = <a,5 ’ 0’ =6"=1,060 = 6"*1>,
D,={o,plo*=p"=(op)"=1).
a) Die erste Darstellung fiihrt zu dem Ersetzungssystem
S = {02 —1,0" —» 1,60 — 05”_1}.

Zeigen Sie, dass S terminierend und lokal konfluent ist.



b) Benutzen Sie die zweite Darstellung, um ein lingenlexikographisch
reduzierendes konfluentes Ersetzungsystem fiir D,, zu finden.

c) Zeigen Sie, dass es mit den FErzeugern o und p kein
langenverkiirzendes konfluentes Ersetzungsystem geben kann.

3. Van-Kampen-Diagramme

Sei G = (X | R) eine Gruppe mit endlich vielen Erzeugenden ¥ und Re-
lationen R. Wir setzen I' = YUY ™!, sodass R C I'*. Ohne Einschrinkung
seien die Relationen in R frei reduziert (d.h. kein Zeichen steht direkt
neben seinem Inversen) und zyklisch reduziert (d.h. kein Wort der Lénge
> 2 endet mit dem Inversen seines Anfangsbuchstabens). Ein planarer,
gerichteter, zusammenhéngender Graph, dessen Kanten mit Elementen
aus Y beschriftet sind, heifit van-Kampen-Diagramm. Als Rénder eines
solchen Diagramms bezeichnen wir die Randpfade um diejenigen Facet-
ten, deren Randbeschriftung nicht mit einem Wort aus R beschriftet sind.
Hierbei soll eine riickwérts durchlaufene Kante als Inverses ihrer Beschrif-
tung gelesen werden. Ein van-Kampen-Diagramm mit nur einem Rand,
welcher mit dem Wort w beschriftet ist, nennen wir auch kurz ,,ein van-
Kampen-Diagramm fiir w”.

a) Zeigen Sie, dass ein Wort w € I'* genau dann gleich 1 in G ist, wenn
es ein van-Kampen-Diagramm fiir w gibt.

b) Zeigen Sie, dass zwei Worter v, w € ['* genau dann konjugiert sind,
wenn es ein ringformiges van-Kampen-Diagramm gibt, dessen zwei
Rénder mit v bzw. w beschriftet sind.

c) Die zu G = (¥ | R) gehoérende Dehnfunktion ist definiert als

Dehn(n) = max {Area(w) | w € I'*, |w| < n,w frei reduziert,w =1 in G};

dabei ist Area(w) die minimale Anzahl an Flachen (d.h. mit Relatio-
nen beschrifteter Facetten) in einem van-Kampen-Diagramm fiir w.
Zeigen Sie, dass das Wortproblem in G genau dann losbar ist, wenn
die Dehn-Funktion berechenbar ist.



