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Vorbemerkungen

Typische algorithmische Fragestellungen fiir Gruppen (oder Monoide), die durch
Erzeugende und Relationen endlich prasentiert sind.

1.) Wortproblem: u = v?
2.) Konjugation: 3x : xux~

3.) Mitgliedschaft in Untergruppen: v € H < G?
4.)

L—y7?

Mitgliedschaft in rationalen Mengen:
u € L(A) C G fiir einen NFA A?

Isomorphieproblem: G = H?

[o)IENe,
N

.) Entscheidbarkeit der existenziellen Theorie freier Gruppen.



Ersetzungssysteme

Ein Ersetzungssystem besteht aus einer Menge X und einer Relation = C X x X.

1.) <= bezeichnet den symmetrischen Abschluss von =
2.) —£5 bezeichnet den transitiven Abschluss.

3.) == bezeichnet den reflexiven und transitiven Abschluss.
4.)

<= bezeichnet den symmetrischen, reflexiven und transitiven Abschluss, also die

von = erzeugte Aquivalenzrelation.

. . k N .
Wir schreiben auch y<=x, falls x=-y und x =X y, falls y in hdchstens k Schritten

von x aus erreicht werden kann.



Definition
Eine Relation = C X x X heilst

o <1 <1
i.) stark konfluent, falls y<—=x=—=z impliziert 3w : y = w &z

ii.) konfluent, falls y <= x == z impliziert Iw : y == w <=z

v

)
)
iii.) Church-Rosser, falls y <= z impliziert 3w : y == w <=z
) lokal konfluent, falls y<—=x==>z impliziert Iw : y == w <=z
)

v.) terminierend, falls jede unendliche Kette
* * * *
X) == X| = " Xj—1 == Xj —> -

stationar wird,

vi.) konvergent oder auch vollstandig, falls sie lokal konfluent und terminierend ist.



Resultate

Es gilt:
i.) Starke Konfluenz impliziert Konfluenz.
ii.) Konfluenz ist dquivalent zur Church-Rosser-Eigenschaft.

iii.) Konfluenz impliziert lokale Konfluenz, aber die Umkehrung ist im Allgemeinen
falsch.

iv.) Konvergenz impliziert Konfluenz (d.h. ein lokal konfluentes System, welches
terminierend ist, ist konfluent).

Die Beweise sind nicht schwierig. Siehe Tafel



Ersetzungssystem iiber Monoiden

Sei M ein Monoid. Ein Ersetzungssystem iiber M ist eine Relation S C M x M. Es
definiert die Ersetzungsrelation = C M x M durch

x:5>y genau dann, wenn x = plq, y = prq und ({,r) € S.

Die Relation %Q M x M ist eine Kongruenz. Dies bedeutet, wir kdnnen

Aquivalenzklassen multiplizieren, indem wir Reprisentanten multiplizieren:
[x]- Y] = [xy]

Die Kongruenzklassen bilden ein Monoid, das wie folgt bezeichnet wird: M/ 4%) oder
M/{¢=r | (¢,r) € S} oder einffach M/S



Definierende Gleichungen

Sei G =M/ % = M/S. Dann nennen wir S auch definierende Gleichungen von
M fiir G.
Ist G=A*/ %} = A*/S, so heiRt das Paar (A, S) auch eine Darstellung von G.

G ist genau dann eine Gruppe, wenn:

VaEAHWQEA*:aWQ%L

1.) G heilt endlich erzeugt (Abk. f.g.), falls es eine Darstellung (A, S) mit |A] < 0o
gibt.

2.) G heiRt endlich prasentiert (Abk. f.p.), falls es eine Darstellung (A, S) mit
|A] < 0o und |S] < oo gibt.

3.) S heiBt stark konfluent oder konfluent etc., falls dies fiir = gilt.

Fiir (¢,r) € S schreiben wir auch {—r € S und f<—r € S falls sowohl (¢,r) € S als
auch (r,¢) € S.



Freie Gruppen
Essei A =Y U X, wobei ¥ eine disjunkte Kopie von ¥ sei.
Wir nehmen stets a = a fiir Buchstaben aus A an; und setzen
ay--rap = ap -+ a
Betrachte das konvergente System S:
S={aa—1|acA}
Dann ist F(X) = A*/S die freie Gruppe mit Basis X. Ist G eine beliebige Gruppe, so
el Hom(F(T), G) = Abb(Z, G).
Gruppenelemente haben Normalformen. Dies sind Wéter ohne Faktoren aa (also auch

ohne Faktoren 3a). Die regulde Menge der Normalformen wird von einem DFA mit
|A] + 1 Zustidnden erkannt.

NF = A"\ | ] A*aan”
acA
Das Wortproblem fiir F(X) kann in linearer Zeit entschieden werden.



DFA fiir Normalformen in F(a, b)




Darstellung freier Gruppen durch Walther Ritter von Dyck

(Dyck 1882): Wahle als Erzeugende X = { a, b, c } mit den definierenden Gleichungen.

abc =1
bca =1
cab=1

Dies liefert eine Darstellung der F(a, b) ohne negative Exponenten.
Die Teilmengenbeziehung {a,b} C { a, b, c } liefert:

F(a,b)~>{a,b,c}"/{abc=bca=cab=1}.
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Randbemerkung zu Dyck-Sprachen

In der Theorie Formaler Sprachen spielen Dyck-Sprachen eine wichtige Rolle, die
Namensgebung geht offenbar auf Chomsky/Schiitzenberger (1963) zuriick. Sie
schrieben: We define the Dyck language . ..
D* = {w € {a,3a,b,b}* |w=1¢ F(a, b)}

= symmetrische Dyck-Sprache.
Bsp.: baabbaab € D*

D, = Menge der richtig geklammerten Ausdriicke mit zwei

Klammerpaaren: a=1[, a=1, b=( b=)
Bsp.: [[([1)([1)1]1 € Dy

)ID] ¢ D,

[ ¢ D>

Der Bezug zu den freien Gruppen ergibt sich, da die (kontext-freie) Sprache D* genau
die Worter beschreibt, die in F(a, b) die Eins darstellen.
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Gewichtsreduzierende Systeme und Linearzeitalgorithmen
Definiere ein Gewicht (also eine Abbildung):

vy:A—=N

Ein Wort w = aj - - - a,, erhdlt das Gewicht Y7 ; v(a;).

Angenommen, es gilt stets y(¢) > ~(r) fir alle (¢,r) € S.

Dann ist S terminierend.

Wir konnen (durch Losen eines LGS) entscheiden, ob S gewichtsreduzierend ist.
{a,b,c}"/{ab—> c?} besitzt keine lingenreduzierende endliche konvergente
Darstellung (Ubungsaufgabe, siehe D. 1987).

R. Book (1982): Irreduzible Nachfolger konnen in Linearzeit berechnet werden.

Theorem
Das Wortproblem fiir Monoide mit einer endlichen gewichtsreduzierenden konvergenten
Darstellung kann in Linearzeit gelbst werden.
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Beweisskizze
Es reicht zu zeigen, dass irreduzible Nachfolger in Linearzeit berechnet werden kdnnen!
Eingabe w € A* mit |w| = n.
1. (u,v) :=(1,w)
2. while v #1 do
> write v = av’ with a € A;
> (u,v) = (uva,V');
» if u= u'l for some ({,r) €S
then (u,v) := (v, rv) fi
endwhile
return u
Invarianten: uv %) w und u € IRR(S).

Termination nach O(n), denn fiir ein geeignetes £ > 0 verringert jeder
Schleifendurchlauf das Gewicht

7'(u,v) = 7(u) + (1 +)y(v).
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Semi-Entscheidbarkeiten fir f.p. Gruppen

1.) Sei G endlich prasentiert, d.h. G = A*/S mit |AU S| < oo.

Dann ist das Wortproblem fiir G semi-entscheidbar.
2.) Seien G und H endlich prasentiert. Dann gilt:
» Hom(G, H) ist aufzihlbar.

?
» Das Isomorphieproblem G =2 H semi-entscheidbar.
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Isomorphie ist semi-entscheidbar

Betrachte G = A*/ 4%} und H= A"/ % wobei G und H Gruppen seien. Dann
Hom(G, H) = { h € Abb(XZ, A™) | h(¢) <5:> h(r)¥(¢,r) € S } :
h: G — H ist surjektiv, wenn h: A* — H dies ist. Das heift:
Va € ¥'3w € T* : h(w) ? a

h: G — H ist ein Isomorphismus, wenn es zudem eine Abbildung s : ¥’ — A* gibt mit
1.) s(¢) %} s(r') fir alle (¢/,r) € &,

2.) sh(a) %} afir alle a € X.
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Freie Produkte

Sei M, i € | eine Familie von Monoiden. Ohne Einschrankung gilt MiN M; = {1}
Vi # j. Wir fassen die disjunkte Vereinigung

r=Jm\{1}
iel
als ein Alphabet auf und bezeichnen mit 1 € X* das leere Wort und mit 1), das neutrale

Element der M;. Definiere das konvergente Ersetzungssystem S C ¥* x X* wie folgt.

fg — h fallsf-g=nhinenem M;und h=1falls f - g = 1 das leere

Termination und starke Konfluenz sind trivial. Das freie Produkt *;c;M; ist definiert
durch X*/S. Offensichtlich gilt M; C x;c;M; # (), wenn wir 1; mit dem leeren Wort
identifizieren. Es gilt die universelle Eigenschaft:

Hom (%je/ M;, M) = H Hom(M;, M)
i€l
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Freie Produkte

Das freie Produkt ist genau dann eine Gruppe, wenn alle M; Gruppen sind.
Angenommen, es gilt: M; = X% /S; fiir alle i € |. Ohne Einschrdnkung ;N %; =0

Vi # j. Dann:
sierM; = (=) /| Si
icl icl
Sind alle S; konvergent, so gibt es keine Uberlappungen zwischen linken Seiten von S;

und S; fiir i # j. Daher ist dann auch S = J;¢, Si konvergent.
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Beispiel

Sind Gj, i € I endliche Gruppen und ist ¥ ein Alphabet und X eine disjunkte Kopie.
Setze ¥; = G\ {l;}undg =g ! firgec X, Bilde A=Y UZX U Uie; Xi. Dann ist 2
mit 3 = a auf A definiert. Das freie Produkt F(X) % %;c; G; kann durch die folgende
reguldre Menge dargestellt werden

NF = A%\ (| A%aaa* vl A*y,5A7)
EISTAN iel
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HNN-Erweiterungen

Graham Higman, Bernhard Hermann Neumann, Hanna Neumannn (1949)

Sei H eine Gruppe mit Untergruppen A, B < H und ® : A — B ein Isomorphismus. Sei
t ein Zeichen, das nicht in H vorkommt. Mit (H, t) bezeichnen wir das freie Produkt
von H mit der von t erzeugten freien Gruppe F(t). Die HNN-Erweiterung von H mit
(A, B, ®) ist die Quotientengruppe

HNN(H, t; A, B,®) = (H,t) /{t tat =d(a) | ac A}.
Alternative Schreibweise:

<H, t A2 B>
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Normalformen fiir HNN-Erweiterungen

Wir geben Normalformen fiir Elemente von HNN(H; A, B, ) an und folgern, dass sich
H in HNN(H; A, B, ®) einbettet. Ferner geben wir ein hinreichende Bedingung fiir ®,

dass sich die Entscheidbarkeit des Wortproblems fiir H auf die HNN-Erweiterung
ibertragt.
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Wir beweisen dies mit Hilfe eines konvergenten Ersetzungssystems. Wir definieren
A={t,t7' }UH\ {1} und fassen dies als ein (mdglicherweise unendliches) Alphabet
auf. Die 1 € H identifizieren wir mit dem leeren Wort 1 € A*. Weiter wihlen wir
Vertretersysteme fiir die Nebenklassen von A und B in H, d.h. Mengen C,D C H so,
dass die Zerlegungen

H=A-C=B-D

eindeutig sind. Ohne Einschriankung sei 1 € CN D.
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Das gesuchte System S C A* x A* ist durch die folgenden Regeln gegeben:

gh
t1t
!
gh
tg
1 g

e
—_—
e
e
—_—
—

[gh] mitg,he H\{1}und gh=[ghle H

1

1

f falls gh="f in H

atd falls g¢ D, ac A, de D, d(a)d=gin H
bt~lc falls g¢ C, be B, ceC, dY(b)c=ginH

Offenbar definiert A*/S genau die HNN-Erweiterung von H durch (A, B, ®).
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Obwohl das System nicht langenreduzierend ist, ist der Beweis der Terminierung nicht
besonders schwierig. Lokale Konfluenz ist einfach zu zeigen, also ist S tatsdchlich
konvergent.

Da alle Elemente von H irreduzibel sind, bettet H in die HNN-Erweiterung ein. Zudem
erhalten wir: Jedes Element hat eine eindeutige Zerlegung

g = gotlgL- - t"gy

mit n minimal so, dassn >0, go € H,e; = —-1Agi€ CVe;=1Ag; € D fir alle
1<i<n.
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Britton-Reduktionen

Betrachte das folgende Ersetzungssystem:

gh — |[gh] mit g,h€ H\ {1} und gh=[gh] € H
t~lat — ®(a) firac A
tht7! — o7 1(b) firbeB

Starten wir mit Wortern der Form g = got®tgy - - - t°gp, so liefern die Regeln eine
Britton-reduzierte Form hgt®thy - - - t°mh,, mit m < n.

Ziel: m=0 <= g € H (obwohl das System nicht konfluent ist!)
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Brittons Lemma fiir Britton-reduzierte Elemente
Es sei G — <H, 1A 2 B>.

Definition
Ein Wort g = got®igy - - - t°"g, heilit Britton-erduziert, falls g; € H und kein Faktor
t~lat mit a € A und kein Faktor tbt~! mit b € B vorkommt.

Lemma (Britton)

Sei g = gotigy - - - t°" gy ein Britton-reduziertes Wort gelesen als Element in G und
n>1. Dann gilt g # 1.

Beweis. Die Ersetzungsregeln erhalten die Eigenschaft Britton-reduziert zu sein.
Insbesondere ist die irreduzible Normalform von g von der Gestalt:

hotOthy - - - to"h,,.

OJ
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Amalgamierte Produkte vom Typ Axy B

Seien A, B und H Gruppen, sowie ¢ : H — A und ¢ : H — B Homomorphismen.

Dann kann man eine neue Gruppe definieren, die p(h) € A jeweils mit ¢(h) € B
identifiziert.
Formal:

AxB/{p(h)=1(h) [ heH}.

Wir kénnen nicht erwarten, dass diese Gruppe A oder B als Untergruppe enthilt.

Dies dndert sich, wenn ¢ und 1 injektiv sind.
Wir schreiben dann:

AxyB=AxB/{p(h)=1w(h) | he H}.
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Beispiele

Die folgenden Beispiele sind aus dem Buch von Serre:

1.) Doo =Z/)27 % 7] 2.

2.) (a, b; aba = bab) =
zwei Kopien von Z amalgamiert liber 27Z und 3Z = Kleeblattknoten = engl.: trefoil
knot.

3.) SL(2,Z) = Z/AZ %3/, /6.
4.) PSL(2,Z) = SL(2,Z)/{+1} = Z/2Z * /3.
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Amalgamierte Produkte

Es gibt ein natiirliches konvergentes Ersetzungssystem, welches amalgamierte Produkte
definiert: Seien A und B Gruppen, deren Schnitt eine gemeinsame Untergruppe H ist.
Wieder wahlen wir Vertretersysteme C und D fiir die Nebenklassen von H in A und B
so, dass die Zerlegungen A = HC und B = HD eindeutig sind.
Wir definieren A als (AU B) \ {1} und identifizieren 1 € AN B mit dem leeren Wort in
A*,
Ferner setzen wir

[ab] = c, falls a-b=cin A oder B.
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Amalgamierte Produkte

Das System S C A* x A* definieren wir durch die Regeln

ab — [ab]
ab — J[ahld falls 1#a€ A heH, b#de D, b= hd,
ba — |[bhlc falls 1#beB, he H a#ceC, a= hc.

Dieses System ist langenlexikographisch terminierend. Eine kurze Untersuchung zeigt

lokale Konfluenz, also haben wir Konvergenz. Das System S definiert das amalgamierte
Produkt A xy B.
Die Normalformen sind alternierende Produkte. Exemplarisch etwa:

aod1C1 cee dmCm.
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Analogon zu Britton-Reduktionen

Selbsttest: Was ist das Analogon. Nur langenverkiirzende Regeln, keine Konfluenz, aber
die alternierenden Produkte sind eindeutig definiert.
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Wortproblem

Betrachte das amalgamierte Produkt A xy B mit A und B endlich erzeugt. Dann ist
auch Axpy B endlich erzeugt.

Angenommen, in A und B ist das Wortproblem |6sbar und wir kdnnen jeweils die
Mitgliedschaft in H testen.

Dann ist das Wortproblem in A xy B lésbar:

Berechne ein alternierendes Produkt etwa mittels Britton-Reduktionen.

aoal...am

so, dass fiir alle 0 <7 < m gilt:
1) a; € A < aj;1 € B\ H,
2)a€B < a1 €A\ H.
Ein solches alternierendes Produkt kann durch Regeln aus S nicht mehr verkiirzt

werden.
Es ist nur dann trivial, wenn ag = 1 und m = 0 gilt.



Einbettungen amalgamierte Produkte

Proposition

Seien A', B', H' und A, B, H Gruppen mit:
1) A <A,

2) B' < B,

3) ANB =H,

4y ANH=B'NH=H,

Dann ist der natiirliche Homomorphismus injektiv:

A/*H’ B — A*H B.

Beweis. Nichttriviale alternierende Produkte bleiben nichttriviale alternierende
Produkte.
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Graphen

Definition
Ein (ungerichteter) Graph I ist gegeben durch:
1.) X = Knoten von T,
2.) Y = Kanten von T.
3) Y = X x X,y (s(y), t(y)),
s(y) = source(y), t(y) = target(y).
4.) Involution: y — y mit y =y, s(y) =t(y) y # ¥ und t(y) = s(y).
Wir zeichnen (und zéhlen!) {y, ¥ } als eine Kante und benutzen ggf. Pfeile um die
Kanten zu unterscheiden. Ein ungerichteter Graph hat in der Interpretation ,gerichtet”

doppelt so viele Kanten.
Merkregel: Aufpassen, was jeweils gemeint ist. Serre zihlt daher ungerichtete Kannten

gleich doppelt und umgeht damit dieses Problem.
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Pfade, geschlossene Wege und Kreise

Definition

1.) Ein Pfad besteht aus einer Folge p = y; - - - y, von Kanten mit t(y;) = s(yi+1)
sowie dem Anfangspunkt s(y1).
Wir setzen s(p) = s(y1) und t(p) = t(yn). Ist er doppelpunktfrei, enthdlt er n+1
Knoten und wird hiufig mit P,y 1 bezeichnet.

2.) Ein geschlossener Weg ist ein Pfad p mit s(p) = t(p).
3.) Ein Kreis ist ein geschlossener Weg y; - - - y,_1 ohne Zuriicksetzen, d.h., yi11 = y;
kommt nicht vor.

Man beachte, ist ein Kreis y; - - - y,, ohne Zuriicksetzen und y1 = ¥, soist yo - yn_1
ein geschlossener Weg ohne Zuriicksetzen oder der Kreis eine Schlinge.

Enthélt T einen Kreis, so auch einen doppelpunktfreien Kreis y1 = vy, mit y; 11 # y; fir
alle i mod n.
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Fundamentalgruppen

Definition

Sei xg ein Knoten in I, dann bildet die Menge der geschlossene Wege p mit

xo = s(p) = t(p) eine Gruppe.

Diese wird, modulo yy = 1, als Fundamentalgruppe m1(I', xo) bezeichnet.

Das Inverse von p=y; -+ ymist p= ¥V, --- ¥; Gibt es einen Pfad von xg nach xp, so
sind 71 (I, x0) und 71 (I, x1) isomorph. Insbesondere kdnnen wir fiir zusammenhingende
Graphen 71(I") unabhangig vom Basispunkt xq definieren.

35



Baume
Definition

Ein Baum ist ein zusammenhangender kreisfreier Graph.

Keine Baume sind:

. (2)—(3)
O @@
ONO
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Cayley-Graphen

Definition

Sei G eine Gruppe und X C G. Der Cayley-Graph C(G, X) ist der folgende gerichtete
Graph mit Knotenmenge G und Kantenmenge G x ¥, wobei s(g,a) = g und

t(g, a) = ga gelten soll.

Wir setzen ferner (g,a) = (ga, a) mit 3 =a ! und lesen C(G,X) auch als
ungerichteten Graphen mit Kantenmenge G x A.

Hierist A =X UYL

Eine Kante (g, a) verbindet die Knoten g und ga und kann daher als ungerichtete
Kante auch mit der Menge {g, ga} identifiziert werden.
Etwas allgemeiner

Definition
Sei A ein Alphabet mit Involution, 7 : A — G eine Abbildung mit 7(3) = m(a)~!.
Dann kann der Cayley-Graph C(G, ) vollkommen analog definiert werden.
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Cayley-Graphen zyklischer Gruppen

Sei X ={a}und G=7Z/nZ =a*/a" =1firn=1,2,3,..., k mit k > 4.

© (29—
O-O @ ©®

(. (5)
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Zwei Cayley-Graphen fiir Z /27

Sei X ={a} und G =7Z/2Z.
(O—®

Sei X ={a}, A={a,3}, a# aund G =7/2Z.
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Cayley-Graphen freier Gruppen sind Baume

o

a5,

o <—s

-1
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Bdume sind schwierig zu zeichnen
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C(G,X) codiert Eigenschaften von G

Bemerkung

1. Wegen ¥ C G hat C(G,X) keine Mehrfachkanten.
2. C(G,X) ist zusammenhingend genau dann, wenn ¥ die Gruppe G erzeugt.
3. C(G, X) ist schlingenfrei genau dann, wenn 1 ¢ ¥.

4.Vge GVacX: g-(ha)# (hja) — VacX: a®+#1

Interessant (fiir uns) sind daher (vor allem) zusammenhingende und schlingenfreie
Graphen ohne Mehrfachkanten, auf deren Kanten eine Gruppe G ohne Inversion
operiert.
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Ungerichtete Cayley-Graphen

Haufig reicht es, nur ungerichtete Graphen zu betrachten:

Definition
Sei G eine Gruppe und X C G. Der Cayley-Graph C(G, X) ist der ungerichtete Graph
mit Knotenmenge G und Kantenmenge

E={{g,8a} |gcGact}.

Es gilt E C ((2;) falls 1 ¢ %.
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Gruppenoperationen auf Graphen

Definition
1. Eine Gruppe G operiert auf eine Menge X vermoge - : G x X — X, wenn gilt:

lg-x=xund (gh)-x=g-(h-x).

2. Sie operiert auf einem Graphen I, wenn sie auf der Knotenmenge X und
Kantenmenge Y operiert und es gilt:

g-s(y)=slg-y), g-tly)=tlg-y) ¢-y=28y.
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Gruppenoperationen auf Cayley-Graphen

Eine Gruppe G operiert auf dem Cayley-Graphen C(G, ¥) durch Linkstranslation:
gh:gh und g(hva) = (ghaa)
Beachte,

g-(h,a) = (h,a) «<= (gh,a) = (ha,3) <= a*=1Ag=hah".
Interpretieren wir C(G,X) = (G, E) ungerichtet, so gilt

g-{hha} ={gh,gha}.
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Freiheit ohne Inversion

Definition
Eine Gruppe G operiert auf einem Graphen I' mit Knotenmenge X und Kantenmenge
Y frei (und ohne Inversion), wenn fiir g # 1 gilt:

1. g-x#x,

2. g y#Y.
Es gilt a® # 1 fiir alle a € ¥ genau dann, wenn G auf dem Cayley-Graphen C(G, X) frei
und ohne Inversion operiert. Denn fiir g # 1 gilt
{gh,gha} = {h,ha} <= gh= ha& gha=h = a?> = 1. Die Umkehrung ist klar.
Bemerkung

G operiert frei und ohne Inversion auf I, wenn G frei auf der Knotenmenge und frei auf
der ungerichteten Kantenmenge {{y, vy} | y € Y } operiert.
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